MULTIMI FUZZY. LOGICA FUZzZY

MULTIMI FUZzZzY

O multime fuzzy este o multime a cérei granitd nu este evidenta, bine definitd. In general, o
multime fuzzy contine elemente despre care se poate spune ca apartin (sau nu apartin) partial acelei
multimi. O multime fuzzy A, definitd pe o multime X, este formata din perechi ordonate (x ; ma(x)),
unde x este un element din multimea X, iar ma(x) este un element care poate lua valori in intervalul
[0,1] si descrie masura in care elementul x apartine sau nu muliimii A. Astfel, se poate scrie:

A={r,p ()} xeX, p(0e[0]]

ma(X) este functia caracteristicd sau functia de apartenentd asociatd multimii fuzzy A, iar valoarea
acestei funciii se numeste grad de apartenentd. O singura pereche de forma (x ; ma(x)) se numeste
singleton fuzzy, astfel incat intreaga multime fuzzy A poate fi tratata ca reuniunea tuturor singleton-
urilor fuzzy din care este formata. De exemplu, in cazul unui univers de discurs finit, enumerabil,
multimea fuzzy A poate fi reprezentata ca un vector de singleton-uri:

L] = (o, Gy ), (X))}

Multimea in care variabila x poate lua valori, notatd X, se numeste univers de discurs. Pentru
aplicatiile care se adapteaza cel mai bine abordarii fuzzy universul de discurs nu poate fi definit simplu
folosind valori numerice. Asemenea situatii pot interveni, de exemplu, atunci cand ne referim la gust
sau la impactul estetic al unor obiective. In asemenea situatii se folosesc valorile sau categoriile
lingvistice, cum ar fi (acru, dulce, amar, sarat,...) in cazul gustului sau (urdt, neplacut, indiferent,
atragator, frumos ...) in cazul impactului estetic.

Daca in cazul unei variabile algebrice se folosesc ca valori numerele (de exemplu, tensiunea
intr-un nod al refelei poate avea valori ca 105,7 kV sau 117,2 kV), in cazul variabilelor lingvistice,
valorile folosite sunt cuvinte, expresii sau chiar propozitii. De exemplu, variabila lingvistica ,gust” poate
lua valori cum ar fi acru sau dulce, in timp ce variabila lingvistica ,impact estetic” poate lua valori cum
ar fi neplacut sau frumos.

Abordarea lingvistica reprezinta de fapt una din caracteristicile fundamentale ale mul{imilor
fuzzy. De aceea, chiar si atunci cand universul de discurs poate fi descris pe cale numerica, se
preferd asocierea la aceastd descriere si a unor categorii lingvistice. In acest caz, valorile lingvistice
folosite joaca rolul variabilelor sau constantelor domeniu folosite Tn limbajele de programare uzuale,
respectand si o anumita ordine. De exemplu, pentru valoarea tensiunii intr-un nod al retelei se pot
folosi valori lingvistice cum ar fi (foarte-mica, mica, medie, mare, foarte - mare). Fiecareia din aceste
valori lingvistice, tratata ca o multime fuzzy, ii este asociat un anumit domeniu numeric de variatie a
tensiunii.

Apartenenta la o mul{ime fuzzy

Multimile fuzzy descriu Intotdeauna proiectia universului discursului sau a unei parti a acestuia
pe intervalul [0,1], denumit si spatiu de apartenenta. Aceasta proiectie se realizeaza prin intermediul
functiei de apartenenta m, : X ® [0,1], a carei valoare m(X) descrie gradul de apartenenta al valorii x
la multimea fuzzy A. O valoare ma(x) ° 1 reprezinta apartenenta completa a elementului x la multime
A; valoarea ma(x) ° 0 reprezinta non-apartenenta completa a lui x la A; in sfarsit, o valoare

intermediara a functiei caracteristice, ma(x) | (0,1), descrie un grad de apartenenta intermediar.
Acestei definitji i se poate asocia reprezentarea grafica din Fig. 1.

In general, pentru un anumit tip de problema, nu se defineste o singurd multime fuzzy A, ci mai
multe asemenea multimi A; , care se intrepatrund: altfel spus, functile de apartenentd m(x) sunt
definite pe submultimi ale universului X care au elemente comune. Exemplul care urmeaza ilustreaza
tocmai acest aspect. Este cunoscut faptul ca, din punctul de vedere al programului de lucru, inceputul
fiecarei perioade din zi este foarte bine precizat. Acest fapt conduce la functii de apartenenta
discontinue (Fig. 2a ), care descriu de fapt un model boolean (numai dimineata, numai dupa-amiaza,
numai seara sau numai noapte).

Pe de alta parte, din punctul de vedere al conditiilor meteorologice, cum ar fi nebulozitatea sau
gradul de insolatie, trecerea de la o perioada a zilei la alta nu se face brusc ci exista intervale de timp
in care se regasesc conditji specifice ambelor perioade intre care are loc tranzitia. Pentru a descrie



Fig.1 Apartenenta la o mul{ime fuzzy

0 asemenea evolutie se pot folosi multimi fuzzy cum sunt cele din Fig. 2b. Astfel, ora 12 este in
acelasi timp o ora a diminetii si 0 ora a dupa-amiezei, la fel cum ora 22 este simultan ora de seara si
ord de noapte. In plus, caracterul continuu al functiilor de apartenentd in cazul reprezentarii fuzzy
asigura si o variatie continua a gradului de apartenenta. De exemplu, nu tot intervalul 17 — 5 asigura
tranzitia intre seara si noapte; de fapt, aceasta tranzitie are loc in ultimele ore ale serii si primele ore
ale noptii.

Dim ineaté Seard
DupS-amiazd Moapte

1| g e — —
: | :
; 1
: 1 I
1 | (&)
: 1 .
i 1
L !

o + S

E 12 17 22 5
1

(hl

= i 5
5 12 17 22 5

Fig. 2 Variante de multimi fuzzy

Un aspect care reflecta fora abordarii fuzzy o reprezinta libertatea |asatd utilizatorului Tn
construirea multimilor fuzzy si a functiilor de apartenenta. Astfel, nicaieri in literatura de specialitate
cititorul nu va intalni o retetd formala pentru calculul gradului de apartenenta si aceasta deoarece
chiar daca gradul de apartenentad are la un moment dat o valoare bine determinata, el ramane o
masurd subiectiva care reflecta modul subiectiv in care interactioneaza utilizatorul cu contextul
problemei. Cel mai relevant exemplu in acest sens este cel al aprecierii varstei unei persoane. Astfel,
0 persoana de 45 ani va fi considerata tdnard de catre altcineva care are 90 ani, In timp ce aceeasi
persoana va fi considerata in varsta de un tanar de numai 15 ani.

Functii de apartenenta

Functiile de apartenentad reprezinta mijlocul prin care se realizeaza legatura dintre universul
discursului si masura posibilitatii. Alegerea functiei de apartenenta este o chestiune dependenta de
problema, singura conditie pe care trebuie sa o indeplineasca fiind cea de a lua valori in intervalul
[0,1]. Tn rest, aceasta operatie se desfasoard de cele mai multe ori pe baze euristice si / sau empirice
si este influentata in bund masura de subiectivismul celui care face alegerea. O serie de masuri ale
oportunitati alegerii unei anumite functii de apartenentd pot fi gradul de adaptare la problema,
simplitatea modelului de calcul rezultant, viteza de calcul si eficienta.



Principalele criterii dupa care se poate realiza clasificarea functiilor de apartenenta sunt

urmatoarele:

clasificarea dupa modul de reprezentare in calculator; functii continue si discrete. in forma
continua, functia de apartenenta este o functie matematica cu o expresie analitica clara sau o
functie complexa descrisa de o procedura. in forma discretd, functia de apartenenta este
definita prin puncte, fie folosind un tabel de definitie, fie o functie originara, continua.
clasificarea dupa natura functiilor folosite pentru generarea lor: functii de apartenenta
generate de functii liniare pe portiuni, functii gaussiene, functii sigmoidale si functii
polinomiale. Aceste functii sunt, in general, functii continue, dar unele dintre ele pot fi generate
si ca funcitii discrete.

clasificarea dupa forma: functii triunghiulare, functii trapezoidale, functii gaussiene simple sau
complexe, functii sigmoidale, functii in forma de clopot etc. Funcfiiile triunghiulare si cele
trapezoidale sunt generate pe baza functiilor liniare pe portiuni; functiile sigmoidale si in forma
de clopot sunt generate fie pe baza functiilor sigmoidale, fie pe baza functiilor polinomiale
(patratice sau cubice).

Cateva dintre funcitiile de apartenenta mentionate sunt prezentate in Fig. 3:
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Fig. 3 Tipuri de funciii de apartenenta: (a) triunghiulara asimetrica; (b) triunghiulara simetrica; (c)
trapezoidala asimetrica; (d) trapezoidala simetrica; (e) functia rampa-stanga; (f) functia rampa-dreapta;
(g) gaussiana; (h) gaussiana complexa; (i) sigmoidala-S; (j) sigmoidala-Z; (k) in forma de clopot.

Operatii fundamentale cu multimi fuzzy
Dupa cum s-a amintit deja, operatiile cu mul{imi fuzzy care intervin mai des in diferite aplicafji

practice sunt negarea, reuniunea si intersectia. Pentru aceste operatii, extinderea definitiilor folosite in
teoria clasica a multimilor este ingreunata in oarecare masura de caracterul continuu al functiilor de
apartenenta. Pentru depasirea acestui impediment Zadeh propune folosirea complementului fata de
unu pentru negare, operatorul max pentru reuniune si operatorul min pentru interseciie.



Cea mai simpla dintre cele 3 operatii este negarea. Astfel, pentru o multiime fuzzy A

caracterizata de functia de apartenenta ma(x), muliimea fuzzy complementara, notata E, va avea
functia de apartenenta:

palx)=1-plx)  weex

Reprezentarea grafica asociata operatiei de negare este cea din Fig. 4a.
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Fig. 4 Operatii cu multimi fuzzy

Reuniunea a doua multimi fuzzy A si B, caracterizate de functiile de apartenenta ma(x) si ms(x)
produce o noua multime fuzzy C = A E B, a carei functie de apartenenta se determina pe baza
operatorului max, conform relatiei:

frsa5) = max(s, (), 5, ()= 11, (5) v 1, ()

unde VY reprezinta o notatie alternativa pentru operatorul max. Reprezentarea grafica asociata reuniunii
a doua multimi fuzzy este cea din Fig. 4b.

Intersectia multimilor fuzzy A si B produce multimea C = A C B, a carei functie de apartenenta
se determina pe baza operatorului min, si anume:

fne )= min (s, (2), 1, ()= 2, () ()

unde A reprezintd o notatie alternativa pentru operatorul min. in Fig. 4c se prezintd imaginea grafica
asociata intersectiei a doua multimi fuzzy.

Numere fuzzy

Daca multimile fuzzy se deosebesc de multimile clasice prin introducerea unui continuum de
valori intre extremele adevérat (sau 1) si fals (sau 0), atunci numerele fuzzy ar trebui sa se
deosebeasca de numerele tradiionale printr-o reprezentare care sa foloseasca un continuum de
valori ca aproximari posibile ale numarului exact.

Astfel, in teoria clasica a muliimilor nota 8 obfinuta la un examen va fi clasificata ca apartinand
multimii notelor medii. De partea cealalta, in teoria mulfimilor fuzzy, modelul standard de reprezentare
va considera nota 8 ca apartindnd in proportie de 0.80 multimii notelor medii si in proportie de 0.2
multimii notelor mari.

Intr-un spirit asemanator, putem vorbi de numerele 14.92 sau 15.21 ca fiind aproximari ale
numarului exact 15. Mai mult decat atat, valoarea exacta 15 ar putea fi reprezentata printr-un asa-
numit interval de incredere, de exemplu [14.7 ; 15.3], considerandu-se ca orice valoare din acest
interval reprezinta o aproximare ,/a fel de exacté” a numarului exact 15.

Urmatorul pas pentru trecerea catre numerele fuzzy consta in introducerea caracterului vag al
reprezentarii acelui numar. Astfel, cu cat o valoare este mai apropiata de numarul exact 15, cu atat
putem considera ca valoarea respectiva reprezinta mai bine acel numar. Dimpotriva, cu cat o valoare
este mai indepartata de numarul exact, cu atat putem considera ca valoarea respectiva reprezinta mai



putin bine acel numar. Aceste consideratii ne duc imediat cu gandul la o reprezentare a numarului
fuzzy 15 ca cea din Fig. 5.

n general, un numéar fuzzy este un numér real definit pe un interval de incredere [a, b] si descris
de o functie de apartenenta care ia valori in intervalul [0,1]. Reprezentarea din Fig. 5a sugereaza
ca numarul fuzzy este de fapt o multime fuzzy definita pe R.
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Fig. 5 Reprezentarea fuzzy a unui numar

LOGICA Fuzzy

Logica fuzzy reprezintd o generalizare a logicii binare, care extinde conceptul de valoare de
adevar la cel de valoare partiald de adevar. Deoarece se bazeaza pe informatii imprecise, ambigue
sau vagi, noul tip de logica este de fapt o logica aproximativa, care are insa marele merit de a
reproduce destul de fidel modul in care oamenii iau decizii : pe baza unor informatii aproximative si
imprecise se pot stabili solutji precise.

Logica fuzzy este utilizata frecvent in aplicatii specifice reglajului automat, unde modelele
matematice traditionale, deseori extrem de laborioase, pot fi inlocuite de un set de reguli fuzzy care
descriu trecerea de la starea descrisa de marimile de intrare, la starea in care se ajunge ca urmare a
comenzii descrise de marimile de iesire. Asemenea sisteme sunt numite sisteme fuzzy.

Dezvoltarea oricarei aplicatii care foloseste logica fuzzy necesita parcurgerea a trei etape
principale, si anume:

e Fuzzificarea, In cursul careia marimilor de intrare li se asociaza funciii de apartenenta
selectate conform anumitor criterii si, pe baza acestora, se definesc valorile lingvistice
corespunzatoare marimilor de intrare si se trece de la reprezentarea crisp la cea fuzzy.

e Aplicarea setului de reguli fuzzy Tn vederea stabilirii gradului de adevar pentru fiecare din
regulile construite in prealabil, fie pe baza cunostintelor unor experti umani, fie pe baza unor
tehnici speciale de extragere a acestor reguli.

o Defuzzificarea, care foloseste gradele de adevar stabilite Tn etapa anterioarad pentru fiecare
regula si le aplica consecintelor acestora pentru a reveni din domeniul specific marimilor fuzzy
in universul de discurs asociat variabilei sau variabilelor de iesire.

in paragrafele urmétoare sunt descrise principalele particularitati ale fiecareia din cele trei etape
mentionate.

Fuzzificarea

In majoritatea aplicatiilor practice ale sistemelor fuzzy marimile de intrare sunt descrise de
valori crisp (caracterizate eventual de anumite imprecizii), definite pe un anumit univers al
discursului. De cealalta parte, marimile de iesire ce se doresc a fi obtinute descriu marimi
proportionale cu gradele de adevar fuzzy asociate regulilor ce se aplicd. In acest context, prin
fuzzificare se infelege acel proces in cursul caruia se stabilesc categoriile lingvistice ce descriu
universul discursului, functiile de apartenentd asociate acestor marimi si gradele de apartenenta ale
marimilor de intrare la categoriile lingvistice corespunzatoare.

O componenta importanta si sensibila a etapei de fuzzificare o reprezinta construirea funcitiilor
de apartenenta.
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Fig. 6 Exemplu de construire a functiilor de apartenenta
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Urmatorul exemplu ilustreaza modul in care se desfasoara procesul de fuzzificare. Se considera
cazul evaluarii in paralel a cunostintelor unei persoane folosind doua sisteme de evaluare: note fintre
1 si 10, respectiv calificative (insuficient, suficient, bine, foarte bine). O posibilitate de modelare a
acestor doua alternative este cea din Fig. 6. Pentru acest exemplu, se folosesc patru mulimi fuzzy

asociate celor patru categorii lingvistice, pentru care funciiile de apartenenta au urmatoarele expresii:

1 ne(l4) [0 re[l,4)
n—4 ne4,5]
B P =35-8 ne[45] Hopu W =9 1 ne(56)
T-r ne[6,7]
L0 »e(510] |0 re(7.10]
(0 me[lLA) 0 =e[ld
-6 nre[f 7
o =1 1 ne(l8)  pr..0)=17-8 nel89]
9-n nel89]
0 wme(910] |1 me(310]

Daca nota obtinutd nu este mai mare ca 4, calificativul va fi Insuficient, pentru care functia de
apartenenta ia valoarea 1, in timp ce pentru celelalte valori lingvistice gradele de apartenenta sunt
nule. Daca persoana obtine o nota intre 4 si 5, evaluatorul va avea de ales intre calificativele
Insuficient si Suficient. Decizia evaluatorului va fi luata pe baza unei reguli (oricare ar fi aceasta) si a
unor grade de apartenenta:

Hinnfisen 470 =03 Hiraesen: 470 =07
3. (47":'}: 0 B e e (4?['} =10

Pentru acest caz este foarte probabil ca, pe baza regulilor stabilite de experti, evaluatorul va acorda
calificativul Suficient.

Compunerea regulilor
Sistemele fuzzy complexe nu folosesc o singura reguld, ci un set de mai multe reguli, cum ar fi:

DACA (xeste ) 5T (yestay,) 57,57 (zestez) ) ATUNCT (A este 4))
{coneciv
DACA (xeste x, ) ST (yeste y, ) ST 5 (zestez, ) ATUNCI (Aesie 4,)

(comnecti

DACA (xeste x V5 (yeste y V57 .. Bl (z estez ) ATUNCT (Aeste 4 )

Compunerea regulilor ce formeaza sistemul fuzzy se realizeaza cu ajutorul conectivelor.
Conectivul cel mai des folosit este conectivul SI sau DE ASEMENEA. Sensul acestui conectiv nu este
insa unic, ci se defineste pentru fiecare aplicatie in parte. Trebuie spus insa ca de cele mai multe ori
conectarea regulilor se face prin aplicarea operatiilor de reuniune (conectarea prin maxim), intersectie
(conectarea prin minim) sau produs algebric (conectarea prin produs).

Pentru a ilustra cele trei moduri de compunere a regulilor vom considera cazul unui sistem fuzzy
simplu format din doua reguli:
R DACA (Tensiuneaeste Mare)

ATUNCT (Rapartul de transformae este Mic)
R0 DACA (Tensiuneqerte Mica)

ATUNCT (Raportulde transformare este Mare)
pentru care funciiile de apartenenta sunt cele din Fig. 7:



(b)
Fig. 7 Conectarea regulilor prin maxim (a), minim (b) sau produs (c).

Defuzzificarea

Utilizarea logicii fuzzy impune ca marimile de intrare, care de regula se prezinta sub forma crisp,
sa suporte un proces de fuzzificare. In etapa urmatoare are loc evaluarea regulilor ce guverneaza
sistemul fuzzy modelat iar rezultatul acestor evaluari are de asemenea caracter fuzzy (cu exceptia
sistemelor de tip Takagi — Sugeno — Kang), adica se prezinta sub forma unei muliimi de valori ce pot fi
atribuite simultan marimii de iesire. In practicd insa sistemele traditionale folosesc valori exacte, de tip
crisp. Astfel, la finalul oricarui set de inferente fuzzy este necesara aplicarea unui proces invers, de
defuzzificare, care sa produca o marime crisp pe baza mul{imii(lor) fuzzy ce descrie(u) rezultatul.

Cea mai raspanditd metoda de defuzzificare este metoda centroidului; alte metode utilizate
uneori in studiul sistemelor fuzzy sunt metoda inéaltimii, metoda ariilor sau metoda ariei maxime.
Literatura de specialitate mentioneaza de asemenea si alte metode alternative.

Defuzzificarea prin metoda centroidului

Metoda centroidului, numita si metoda centrului de greutate, determina valoarea crisp asociata
iesirii unui sistem fuzzy prin valoarea abscisei centrului de greutate al figurii geometrice care descrie
multimea fuzzy asociata iesirii sistemului.

Pentru a ilustra modul de aplicare a metodei centroidului, se considera cazul generic al unui
sistem descris de trei reguli simple:

(&) DACA(x = X)) ATUNCT (o= 4)

(R DACA (y = ¥) ATUNCT (o= E)

(&) DACA(z=2) ATUNCT (o=
Sistemul contine trei marimi de intrare (X, y si z) definite pe multimile fuzzy X, Y si Z, respectiv o
singura marime de iesire (0) definita cu ajutorul a trei mulfimi fuzzy descrise de variabilele lingvistice

A, B si C. Pentru muliimile fuzzy A, B si C se considera funciii de apartenenta triunghiulare, distribuite
pe universul de discurs conform reprezentéarii de mai jos.

7
A B i
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Fig. 8. Sistem fuzzy cu trei reguli pentru exemplificarea defuzzificarii cu metoda centroidului

Se admite ca, la un moment dat, pentru marimile de intrare se stabilesc valorile crisp x; = 0.2, y;
= 0.8 si z; = 0.6, asa cum se indica si Tn Fig. 9a, b si ¢c. Pentru aceste valori ale marimilor de intrare,
prin aplicarea regulilor R;-R; se stabilesc gradele de apartenenta si multimile fuzzy asociate. De
asemenea, in Fig. 9d se prezintd suprapunerea taieturilor de nivel ale celor trei multimi fuzzy. Tn raport
cu reprezentarea din aceasta figura, metoda centroidului determina valoarea crisp asociata iesirii
fuzzy corespunzator abscisei centrului de greutate al suprafetei hasurate din figura (valoarea crisp 0*).
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Fig. 9 Deffuzificarea prin metoda centroidului

APLICATIE

Se va construi n interfata grafica din MATLAB un model de regulator fuzzy pentru un sistem
de reglare a turatiei ventilatoarelor unui sistem de aer conditionat dotat cu doua ventilatoare, unul
pentru aer cald si unul pentru aer rece. Regulatorul trebuie sa modifice turatia ventilatoarelor in trepte,
in functie de temperatura mediului ambiant. Se vor trage concluzii asupra rezultatelor obtinute prin
diverse metode de conectare a regulilor.

Sistemul va contine o variabila de intrare (temperatura) si doua variabile de iesire (turatia
ventilatorului de aer cald si turatia ventilatorului de aer rece), conform Fig. 10:

YentCald
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Temp
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Fig. 10 Sistemul fuzzy pentru reglarea turatiei ventilatoarelor sistemului de aer conditionat



Caracteristicile variabilelor fuzzy si sistemul de reguli vor fi urmatoarele:

Variabila Functii de Tip FA Limite FA (°C)
apartenenta

Extrem de rece (FFR) trapez [-30-30-10 0]

Foarte rece (FR) triunghi [-10 0 10]

Rece (R) triunghi [0 10 20]

Te”(‘t‘;fnrat)“ra Zero (2) triunghi [10 20 30]

P cald (C) triunghi [20 30 40]

Foarte cald (FC) triunghi [30 40 50]
Extrem de cald (FFC) trapez [40 50 70 70]

rom

. Zero (Zero) triunghi [00.11]
\\;gm”::g: f:éi turatie redusa (Red) triunghi [199 200 201]
(VC/VR) turatie medie (Md) triunghi [499 500 501]
turatie mare (Mx) triunghi [799 800 801]

IF (temp = FFR) then (VC = Mx) and (VR = 0)
IF (temp = FR) then (VC = Md) and (VR =0)
IF (temp = R) then (VC = R) and (VR = 0)

IF (temp = Z) then (VC =0) and (VR =0)

IF (temp = C) then (VC =0) and (VR = R)

IF (temp = FC) then (VC = 0) and (VR = Md)
IF (temp = FFC) then (VC = 0) and (VR = Mx)



